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Обновление парка пассажирского автотранспор-
тного предприятия (ПАТП) новым современным 
подвижным составом одна из главных задач, тре-
бующая оптимального решения. Наступает момент, 
когда замена неисправных деталей узлов и агрега-
тов становится экономически невыгодной и встает 
вопрос о списании подвижного состава взамен на 
приобретение нового. Так как подвижной состав 
в процессе эксплуатации изнашивается, стареет 
физически и «морально», соответственно падает 
его производительность, растут эксплуатационные 
расходы и т. д. [1, 2, 5, 8, 9].

Рассмотрим плановый период из нескольких 
лет, вначале которого имеется один автобус фик-
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сированного возраста. В процессе эксплуатации 
автобус «приносит» прибыль предприятию, требу-
ет эксплуатационных затрат и имеет остаточную 
стоимость, причем все перечисленные характе-
ристики зависят от возраста подвижного состава. 
Задача ПАТП состоит в следующем: для каждого 
года в плановом периоде необходимо решить – со-
хранять имеющийся в этот момент автобус или 
продать его и купить новый так, чтобы суммарная 
прибыль за весь плановый период была макси-
мальной. Переход системы S (автобуса) из одно-
го состояния в другое за 1 год в зависимости от 
принятого решения можно изобразить графически 
(рисунок 1).

Рисунок 1. Переход системы S из нового состояния в состояние через 1 год

Введем в рассмотрение функцию fn(t) – величи-
ну суммарного дохода за последние n лет планово-
го периода при условии, что в начале этого периода 
из n лет имеется автобус возраста t. Функции f1(t), 
f2(t), ..., fn(t) учитывают вклад последующих шагов 
в общий эффект [3,4]. С помощью этих функций 
ведется анализ задач динамического программиро-

вания. Вычисление fn(t0) будет являться решением 
поставленной на ПАТП задачи. Предположим, что 
к началу последнего года планового периода n = 1 
у нас имеется автобус возраста t. В распоряжении у 
предприятия два варианта, которые и рассмотрим.

1. Сохранить автобус и, следовательно, полу-
чить за последний год прибыль:
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                                    Z(t) – U(t)                              (1),

где t – возраст подвижного состава (t = 0 – новый 
автобус, t = 1 – автобус возраста 1 год и т. д.);
Z(t) – доход, «приносимый» за 1 год автобусом 
возраста t, тыс. руб.;
U(t) – эксплуатационные затраты за 1 год на ав-
тобус возраста t, тыс. руб.;
N – длина планового периода, год.
Плановый период разбит на промежутки длиной 

в 1 год и в каждый из них решается задача сохране-
ние или замены подвижного состава.

2. Продать имеющийся автобус и купить новый, 
что обеспечит в последний год прибыль:

                          S(t) – Р + Z(0) – U(0)                     (2),

где S(t) – остаточная стоимость автобуса возраста 
t, тыс. руб.;
Т – текущее время в плановом периоде, год;
Р – цена нового автобуса, тыс. руб.;
t0 – начальный возраст автобуса, год.

Для принятия решения необходимо вычислить 
функцию Беллманa f1(t) для нашего случая:
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Задача будет решена, если мы определим доход 
за весь плановый период, т. е. найдем значение фун-
кции fN(t). Вначале попытаемся установить связь 
между выражениями fn+1 и fn.

Если связь между ними будет найдена, то после-
довательно, двигаясь с конца, где n = 1, и зная f1(t), 
сможем найти f2(t), …, fn(t), …, fN(t) и тем самым ре-
шить задачу [6].

Предположим, что с конца планового периода 
остается n + 1 год; в нашем распоряжении имеется 
автобус возраста t и мы ищем оптимальное реше-
ние для периода длиной n + 1 год.

Рассмотрим все возможные решения в «первом 
году» для автобуса возраста t и для каждого состоя-
ния системы найдем оптимальное решение в остав-
шейся части из n последних лет. Так мы получим 
решения на весь период из n + 1 последних лет, 
лучшее из которых и будет условно оптимальным 
для всего периода. В случае сохранения автобуса 
прибыль за рассматриваемый период определяется 
выражением:

                     Z(t) – U(t) + fn(n+1)                      (4).

В случае замены автобуса аналогичным имеем:

                S(t) – Р + Z(0) – U(0) +fn(1)              (5). 

Для принятия окончательного решения вычи-
слим функцию Беллмана следующего вида: 
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Рекуррентные формулы (3 и 6) позволяют реа-
лизовать концепцию динамического программиро-
вания и развернуть процесс нахождения оптималь-
ного решения с конца, последовательно находя f1(t), 
f2(t), …, fn(t), …, fN(t) для различных значений t.

Рассмотрим ситуацию на примере ПАТП г. Орен-
бурга. Функции Z(t), U(t) и значения Δ = Z(t) – U(t) 
заданы в таблице 1.

Мы ограничились автобусом возраста t ≤ 10 лет, 
так как из таблицы 1 видно, что автобус возраста 
t > 10 лет невыгоден.

Таблица 1. Исходные данные

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Z(t) 17 17 17 16 16 15 15 14 14 13 12

U(t) 7 8 9 9 10 10 11 11 12 12 12

Δ 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Тогда формулы (3 и 6) принимают вид:

       f1(t)=Z(t) – U(t) сохранение машины          (7).
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        8).

Используя полученные формулы, вычислим зна-

чения функций Беллмана fn(t) при различных n и t 
(таблица 2).

Чтобы понимать, в результате какого реше-
ния получается оптимальный доход, мы будем 
величину оптимального дохода, соответствую-
щую политике замены, записывать особым цве-
том, например, красным. Итак, значение f2(6) в 
таблице будет записано красным цветом. Мож-
но показать, что f2(7) = f2(8) = f2(9) = f2(10) = 9 
и соответствует замене автобуса. В итоге черный 



ТРАНСПОРТ

83

цвет в таблице соответствует политике сохране-
ния автобуса, а красный – политике его замены. 
Построенная таблица 2 содержит ценную инфор-
мацию и позволяет решать целый ряд задач. До-

пустим, вначале имеется автобус возраста 7 лет. 
Посмотрим, какое будет оптимальное решение 
для получения максимальной прибыли за 10 лет 
планового периода.

Таблица 2. Метод динамического программирования

fn(t)                   t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

f1(t) 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

f2(t) 19 17 15 13 11 9 9 9 9 9 9

f3(t) 27 24 21 18 17 17 17 17 17 17 17

f4(t) 34 30 26 24 24 24 24 24 24 24 24

f5(t) 40 35 32 31 30 30 30 30 30 30 30

f6(t) 45 41 39 37 36 35 35 35 35 35 35

f7(t) 51 48 45 43 41 41 41 41 41 41 41

f8(t) 58 54 51 48 48 48 48 48 48 48 48

f9(t) 64 60 56 55 54 54 54 54 54 54 54

f10(t) 70 65 63 61 60 60 60 60 60 60 60

Величина максимальной прибыли определя-
ется функцией Беллмана f10(7) = 60. Теперь най-
дем оптимальное решение, которое обеспечит 
эту прибыль. Так как f10(7) вписано в таблицу 
красным цветом, то для достижения максималь-
ной прибыли необходимо в первом году рассма-
триваемого периода заменить автобус на новый. 
По истечении одного года мы за 9 лет до конца 
планового периода будем иметь автобус возраста 
один год. Теперь надо действовать оптимально в 
оставшийся период, располагая автобусом возра-
ста один год, т. е. найти f9(1) из девяти лет. Из та-

блицы 2 видно, что f9(1) – черное, следовательно, 
во втором году надо сохранить автобус. Рассма-
тривая процесс по годам, замечаем: f8(2) – черное, 
f7(3) – черное, f6(4) – черное, f5(5) – красное. По-
следнее выражение ( f5(5) – красное) указывает на 
то, что по истечении пяти лет планового периода 
автобус надо менять на новый. Действуя далее 
оптимально, найдем последовательно: f4(1) – чер-
ное, f3(2) – черное, f2(3) – черное, f1(4) – черное. 
Итак, используя таблицу 2, мы найдем оптималь-
ное решение, которое можно представить схемой, 
представленной на рисунке 2.

Рисунок 2. Оптимальное решение поставленной задачи

В том случае, если какие-либо автотранспор-
тные предприятия примут решение о покупке по-
держанного подвижного состава, то им необходимо 
будет включить в число возможных решений сле-
дующее ограничение: замена имеющегося в парке 
автобуса возраста t на автобус возраста t1 < 5. Ди-
намическое программирование позволяет учесть 

все решения, которые могут возникнуть в процессе 
работы ПАТП [7, 10]. Эффективность данного ме-
тода обусловлена использованием рекуррентных 
формул (3 и 6), позволяющих найти оптимальный 
вариант для своевременного обновления парка 
с получением максимальной прибыли.
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